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Résumé — Les méthodes & noyaux reposent sur une transformation non linéaire des échantillons. L estimation de la transformation inverse,
dite pré-image, est omniprésente dans divers domaines d’application. Sa résolution est d’une grande utilité, en ouvrant la voie a de nouveaux
domaines d’application des méthodes a noyaux, notamment en reconnaissance de formes et débruitage de signaux/images. En illustrant cette
malédiction de pré-image avec le probléme de factorisation en matrices non négatives, la présente communication propose de surmonter cette
difficulté par la mise en oeuvre d’un nouveau paradigme de modeles non linéaires. Différents algorithms de résolution sont présentés et une étude
comparative montre la pertinence de 1’approche proposée sur le probleme de démélange en imagerie hyperspectral.

Abstract — Kernel-based methods rely on a nonlinear transformation of available data. The so-called pre-image problem is the estimation of
the inverse transformation. Solving this problem is of great interest in many fields, including pattern recognition and denoising problems. In
this paper, we propose to overcome the pre-image problem by defining a novel model. This approach is illustrated on the nonnegative matrix
factorization problem. The relevance of the proposed approach is illustrated on the unmixing problem in hyperspectral imagery.

1 Introduction

En apprentissage statistique et automatique, les méthodes
dites & noyaux puisent leur force dans deux résultats clés que
sont le Théoréme de Représentation [25, 24] et le coup du
noyau [1] (dit kernel trick en anglais). Le premier démontre
que la solution d’un probléme d’apprentissage régularisé est
linéaire dans les parametres, selon le modele

=Y a;éx)),
j=1

pour un ensemble d’apprentissage {x1, x2,..., &, }, ob ¢(-)
est une transformation non linéaire de 1’espace d’observation
X a un autre espace H. Le second stipule qu’on n’a pas be-
soin d’exhiber la transformation ¢(-), puisque seuls les produits
scalaires dans I’espace transformé H sont nécessaires pour es-
timer les parametres ;. Ces produits scalaires sont obtenus par
'utilisation d’un noyau x(x;, «;), qui défini implicitement la
transformation non linéaire ¢(-).

Les motivations historiques des méthodes a noyaux, a savoir
la classification et la régression, ne nécessitent pas la connais-
sance explicite de . C’est le cas par exemple en détection
et classification, ou la discrimination d’une observation x est
donnée par une regle de décision qui consiste a comparer
Z?Zl o k(2 ;, ) 2 un seuil. Ainsi nul n’a besoin ni d’explici-
ter la transformation induite par le noyau, ni de représenter les
images de échantillons d’apprentissage.

Toutefois, rien n’empéche de s’intéresser a ) en tant qu’une
caractéristique dans ’espace H, ou encore a son équivalent

dans I’espace observable X. Le retour inverse, de 1’espace
transformé a I’espace des observations, est alors primordial. A
titre illustratif avec le débruitage de signaux/images, bien que
le débruitage se fasse dans I’espace transformé, par exemple
en projetant sur un sous-espace pertinent identifié par 1’ ACP-
a-noyaux, le résultat final devra apparaitre dans I’espace des
observations. Ainsi, un signal est-il débruité en un signal dans
le méme espace initial, c’est a dire I’espace des observations.
Au dela du débruitage, le retour inverse ouvre la voie a de nou-
veaux domaines d’application des méthodes a noyaux, dont
la modélisation autoregressive de séries temporelles [14], le
débruitage d’images [15], le démélange en imagerie hyperspec-
trale [22], ou encore 1’auto-localisation de capteurs dans un
réseau sans fil [9].

Malheureusement, il s’avere que le retour, de 1’espace H a
I’espace X, est un probleme inverse mal-posé. Le probleme
dit de pré-image consiste a déterminer 1I’élément «* de I’es-
pace des observations X’ dont I’'image ¢(x*) est une bonne ap-
proximation de la caractéristique étudiée 1. Plusieurs équipes
de recherche ont étudié la résolution du probleme de pré-
image, notamment une forme explicite proposée dans [11].
Voir [12] pour une revue complete. Ces méthodes de résolution
operent en derniere étape, une fois que la caractéristique v a
été déterminée par une méthode d’apprentissage classique.

Le présent article montre que 1’on peut éviter le probleme
de pré-image, en I’intégrant dans 1’algorithme d’apprentissage
initial ; il s’agit alors de proposer un probleme d’optimisation
global, avec une résolution en une seule étape. Dans la suite,
nous démontrons cette approche dans le cadre de la factorisa-



tion en matrices non négatives (NMF pour nonnegative matrix
factorization). La suite de cet article est organisée ainsi. La sec-
tion suivante présente la malédiction de pré-image au travers
des tentatives classiques de kernéliser la NMF. A la section 3,
nous proposons une nouvelle formulation qui permet d’éviter
cette malédiction. La pertinence de cette approche est illustrée
par des simulations a la section 4.

2 La malédiction de pré-image illustrée
par le probleme de NMF

La factorisation en matrices non négatives (NMF) est tres
connue en traitement du signal et des images [18, 6]. Elle a
été appliquée avec succes pour la classification d’images [2], la
reconnaissance de I’expression du visage [4], la reconnaissance
d’objets [21, 26], ou encore en bioinformatique [7, 16, 19].

Elle consiste a approximer une matrice non négative par
deux matrices non négatives de faible rang [18]. Pour une ma-
trice X non négative, la factorisation est de la forme

X ~AS, 1)

sous contraintes A > Oet.S > 0. Soient X = [x1 ®2 -+ @),
A =la1 az -+ ay), et s;; la (j,7)-8me composante de la
matrice S. La NMF consiste a estimer a; > Oet s;; > 0, pour
toutj=1,...,meti=1,...,n,tels que

€Tr; ~ Zsj"i a;. (2)

Par souci de simplification, nous utilisons par convention ¢ =
1,2,...,n, 7 = 1,2,...,m, avec m < n. Avec la nota-
tion proposée ici, nous avons un ensemble d’apprentissage
{Z1,22,...,2,}, avec &; € X ol X désigne I'espace des
observations.

Plusieurs tentatives ont été faites pour développer des
méthodes NMF non linéaires, dans le cadre des méthodes a
noyaux [28, 8, 20]. L’approche qui a été considérée consiste a
appliquer une fonction non linéaire ¢(-) aux colonnes de X,
transformant ainsi chaque x; en ¢(x;). Soient (-, -) le noyau
associé a cette transformation non linéaire, et H 1’espace as-
socié. Ecrit dans cet espace, le modele NMF devient

;) ~ Zsj,ia?. 3)
j=1

Ici, les éléments a? appartiennent a 1’espace H. Soit X? =
[#(x1) d(x2) -+ ¢(mn)], le modele (3) devient

X%~ [a} aj --- af)] 8.

m

Le modele présenté ici a été investi dans [28, 8, 20]. Malheu-
reusement, ce modele souffre d’une faiblesse majeure, héritée
des méthodes a noyaux : nous n’avons pas acces aux éléments
de H. Cette malédiction de pré-image est illustrée ici avec les
éléments a? qui appartiennent a H..

Il existe un autre inconvénient majeur du modele (3) : il n’est
pas direct d’imposer la non-négativité des éléments dans I’es-
pace fonctionnel #, et en particulier a?. Par conséquent, la

contrainte af > 0 devrait étre abandonnée. Seuls les coeffi-
cients s;; peuvent étre non négatifs. Dans ce cas, il ne s’agit
plus du probleme NMF, mais plutdt du probléme semi-NMF,
ou seule la contrainte S > 0 est imposée, comme présenté
dans [20]. Pour surmonter cette difficulté, les auteurs de [23]
proposent d’approximer le noyau par une fonction associée a
une transformation non négative, ce qui nécessite de résoudre
un autre probléme d’optimisation en pré-traitement, avant I’ ap-
plication de la NMF. En outre, le probleme de pré-image doit
étre résolu par la suite.

Pour toutes ces raisons, 1’application de la factorisation en
matrices non négatives dans 1’espace transformé a été limitée
jusqu’ici a des problemes de classification, ou encore au noyau
homogene [3]. Dans la suite, nous démontrons que nous pou-
vons estimer les matrices A et S dans 1’espace des observa-
tions, sans souffrir de 1a malédiction du probleme de pré-image.

3 Méthode NMF-a-noyaux

Nous proposons une nouvelle méthode NMF-a-noyaux, ou
les matrices résultantes sont définies dans I’espace d’entrée, et
donc sans la nécessité de résoudre le probleme de pré-image. A
cette fin, nous considérons le modele de factorisation suivant :

?~ A®S,
ot A? = [p(a1) ¢(a2)

avons le modele suivant :
m
x;) ~ ZSj,i¢(aj)-
j=1

Cela signifie que nous estimons les éléments a; directement
dans I’espace des observations X, par opposition au modele (3)
ol les éléments af appartiennent a H. La contrainte de non-
négativité est imposée a la matrice S et aux vecteurs a;, pour
toutj =1,2,...,m.

Afin d’estimer tous les a; et s; ;, nous considérons une tech-
nique de moindres carrés alternés pour résoudre le probléme
d’optimisation suivant :

Smlgj - Z llo(;) Z 55 Pa; ||"r£ “)

i=1

¢(a,)]. Par conséquent, nous

En développant I’expression ci—dessus, le probléme d’optimi-
sation devient :

m

n m 1 m
min g ( E sjqk(aj, ©i)+= g sj_isj/yin(aj,aj/)).
55,1500 4 24 e

i=1 j=1 j=1

Soit 7 la fonction cofit dans cette expression. Sa dérivée par
rapport a s; ; est donnée par I’expression suivante :

Vs, J = —klaj, x;) +ngz (aj,a;),

J'=1



et son gradient par rapport au vecteur a@; est :

m

Vajj = Z S4,i ( — Vajn(aj, .’BZ) + Z Sji Vajn(aj, aj/)) .
i=1

§’=1

(5)
Ici, Vg, k(aj, -) désigne le gradient du noyau par rapport a son
argument a ;. Ses expressions peuvent étre facilement obtenues
pour les différents noyaux. Voir plus loin pour le cas du noyau
gaussien. Mais avant, nous décrivons deux algorithmes itératifs
pour résoudre le probleme NMF-a-noyaux, en alternant 1’esti-
mation de s; ; et a;. Dans la suite, nous désignons par s;; 141
et a; ;11 leurs estimations a I’itération ¢.

3.0.1 Algorithme avec une mise a jour additive

Dans le premier algorithme, nous proposons une regle de
mise a jour additive pour résoudre le probléme d’optimisation.
Chaque itération est basée, d’abord sur une descente de gra-
dient, en alternant sur s; ; et a;, et ensuite sur une fonction de
redressement pour imposer la non-négativité.

En utilisant une descente de gradient, le coefficient s; ; ; est
actualisé a I’itération ¢ selon

Sjit+1 = Sjit — Njyist Va0 s

ou le pas ); ; + peut prendre des valeurs différentes pour chaque
couple (j,7). En remplagant Vj, , ,J par son expression, on
obtient la regle de mise a jour suivante :

m

Sjit+1l = Sjyz'.,t*m'.,i,t( Y sjin k(@ ay)—r(a, ﬂfi,t))-

j'=1
(6)
Une procédure similaire est appliquée pour estimer les vecteurs
a;. Larégle de mise a jour obtenue a I'itération ¢ est alors

@j+1 = Qi — Nt Va,, T (N

ol 75+ désigne le pas selon la j-eme direction et Vg, , J est le
gradient donné par I’expression (5).

Afin d’imposer la non-négativité des matrices, les va-
leurs négatives obtenues par les regles susmentionnées sont
mises a zéro. Pour cette rectification, il suffit de remplacer
chaque élément s; ; ;41 par max{s; ;41;0}. De méme pour les
€léments des vecteurs a; ;1.

3.0.2 Algorithme avec une mise a jour multiplicative

La regle de mise a jour additive est une procédure simple.
Toutefois, la convergence est généralement lente, et dépend
directement de la valeur du pas utilisée. Pour surmonter ces
problémes, nous proposons une regle de mise a jour multipli-
cative, dans le méme esprit que celle proposée dans [18] pour
la méthode NMF conventionnelle.

Afin de proposer une régle de mise a jour multiplica-
tive de s;;¢ a l'itération ¢, le pas 7;; est choisi de telle
sorte que le premier et le troisieme termes du membre de
droite de I’équation (6) s’annulent, c’est a dire n;;; =

Sjit/ 2ji—1 Sitit K(@j, @ p). Par conséquent, en substi-
tuant cette expression du pas dans (6), on obtient la regle de
mise a jour suivante :

’i(aj,ta mi)

m
Y s (@ age)
J'=1

®)

Sjit+1 = Sjit X

Une procédure similaire est appliquée pour estimer les vecteurs
a;, pour j = 1,2,...,m. L’astuce est que I’expression du
gradient (5) peut toujours étre décomposée selon Vg, +J =
P — @, ou P et (Q sont deux termes non négatifs. Cette
décomposition est connue dans la littérature par la méthode
split gradient [17]. 11 est évident que cette décomposition n’est
pas unique. Pourtant, nous pouvons décrire une mise a jour
multiplicative pour une fonction noyau donnée, comme indiqué
dans la suite avec le noyau gaussien.

Notons qu’une propriété fondamentale de la méthode NMF-
a-noyaux proposée est que la NMF classique en est un cas par-
ticulier, avec le noyau linéaire x(a;,-) = -'a; et dont son
gradient Vg, k(a;,-) = -

Exemple : le noyau gaussien

Le noyau gaussien (a;, ) = exp(52% |la; — - ||?) admet un
gradient selon Vg, k(a;, ) = —=5K(a;,-)(a; —-). Il est facile
de déterminer la régle de mise a jour de s; ;, aussi bien selon la
regle additive que multiplicative. Pour la mise a jour de a;, on
obtient la régle additive suivante :

n
1
@jt+1 = @z~ Njie| +— > sy k(@ @) (@, — ;)
=1

n m
1
-3 Y > siaesiin k(@ ap )@ — aj)).
i=1j/=1
Pour I’algorithme multiplicatif, nous écrivons le gradient selon
une soustraction de deux termes non négatifs. Ceci est possible
puisque toutes les matrices sont non négatives, ainsi que les va-
leurs du noyau. Nous obtenons la régle de mise a jour suivante :

n m
> i (:c, K@yt ®a)+ Y Sjri G (@, aj’,t))

i=1 =1

aj 41 = a5, Q— ™
E St (aj,t K(@j,t, i)+ E it Qe k(@ e, aj/,t))
i=1 §'=1

ou ® désigne le produit matriciel de Hadamard, et la division
utilisée ici est aussi une opération matricielle terme & terme.

4 Expérimentations

Nous avons considéré des expérimentations sur le probleme
de démélange en imagerie hyperspectrale. Le tableau 1
présente une étude comparative sur deux images connues dans
la littérature (Cuprite et Moffett), en utilisant les erreurs de re-
construction dans 1’espace des observations et dans 1’espace
transformé. Voir [29] pour plus de détails.



TABLE 1 — Erreurs de reconstruction (><1()72), dans I’espace des
observations et dans I’espace transformé, pour les images Cuprite et
Moffet.

Cuprite Moffett

ErrRec ErrRec? ErrRec ErrRec?

[10]| VCA+FCLS 3.20 - 15.61 -
[5]1| K-Hype 2.12 - 5.27 -
[27]| GBM-sNMF 0.98 - 2.09 -
[13]] MinDisCo 1.65 - 2.92 -
[8]| ConvexNMF 1.61 - 2.58

[20]] KconvexNMF - 20.80 - 35.95
[28]| KsNMF - 1.38 - 2.30
[23]] MercerNMF - 2.74 - 2.77
’E Linéaire & 0.96 0.96 2.90 2.90
é Linéaire ® 0.93 0.93 0.73 0.73
% Gaussien @ 2.16 0.94 2.12 0.98
; Gaussien ® 1.05 0.50 1.24 0.45

5 Conclusion

Dans le présent article, nous avons montré que la malédiction
de pré-image peut étre évitée, en proposant un nouveau para-
digme de modeles non linéaires. La prochaine étape de nos tra-
vaux de recherche sera orientée vers une extension de cette ap-
proche a d’autres méthodes a noyaux, notamment 1’ ACP.
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